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Introduction

Soit A une variété abélienne principalement polarisée de dimension g =3 sur C, et
soit @ un diviseur théta symétrique de A. Le systéme linéaire 20|, formé des
diviseurs de |20| qui ont une multiplicité supérieure ou égale a 4 a I'origine a été
considéré par van Geemen et van der Geer en liaison avec le probléme de Schottky
[GG]. Notons ¥(|20)],,) le sous-schéma de A4 intersection des éléments de |26)|,.
On conjecture que V(|20|,,) est concentré a ’origine si 4 n’est pas une jacobienne
[GG], [D], [BD]. Si A est la jacobienne JC d’une courbe lisse C de genre +4,
Welters [W] a démontré que V(|20)|,,) est égal ensemblistement a la surface C—C,
image de C x C par le morphisme (p, q)— O(p—q) (si g=4, V(|20)|,,) est réunion
de C— C et de deux points isolés). L’objet de la premiére partie de ce travail est de
préciser ce résultat:

Théoréme A. Si C n’est pas hyperelliptique, la variété V(|20)|,,) est lisse en dehors de
Porigine.

La sous-variété V(|2@|,,| est donc égale en dehors de I'origine A C— C (si g +4).
Par contre on voit facilement qu’elle a un point immergé a I'origine dés que g=4
(2.9), donc qu’elle contient strictement la surface réduite C — C. D’autre part si C est
hyperelliptique, V(]20|,,) n’est pas génériquement réduite (2.10).

Revenons a une variété Abélienne principalement polarisée (4, @) quelconque.
La conjecture ci-dessus admet une version infinitésimale: en associant a tout
¢lément de |26, son cOne tangent a I'origine, on définit une application linéaire
projective de 20|y, dans |Ops-:(4). Son image est un systéme linéaire de
quartiques dans P?~!, Notons V,,{|20)],,) lintersection (schématique) de ces
quartiques; on conjecture que cette intersection est vide lorsque (4, @) n’est pas
une jacobienne [GG], [D], [BD]. Considérons maintenant la jacobienne (JC, @)
d’une courbe lisse C, de genre = 3; supposons comme ci-dessus que C n’est pas
hyperelliptique, et identifions-la 4 son modéle canonique dans P?~!. Nous
démontrons dans la seconde partie le résultat suivant:
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Théoréme B. a) Si g+4 ou si g=4 et C adeux g} distincts, la variété V,,{|20),,) est
égale a C.

b) Si g=4 et C a un unique g3, la variété V,,(|20),) est lisse et égale a CU{s}, oti
s désigne le point singulier de la quadrique de P* contenant C.

Notations

On désigne par C une courbe lisse de genre g=3 sur C.

On note W la sous-variété de Pic?(C) qui paramétre les systémes linéaires
complets de dimension >r; on pose W,=W_?. La notation g} désigne un élément
quelconque de W;. Rappelons que pour tout & € Pic?~(C), le diviseur W,_, — £ est
un diviseur théta de JC, et que le lieu singulier de W,_, est W,_,. On note |K] le
systéme canonique de C; pour &€ Pic? " !(C), on pose &'=K—&.

Soit e W, ,, tel que h%(&)=2. Le cOne tangent projectivisé a W, _, en & est une
quadrique de rang <4 dans P?"!, qui contient la courbe canonique [AM];
nous la noterons g,. Les points de Sing(q))nC sont les points base des systémes
linéaires |¢| et |€'| (loc. cit.). Si un point t de C n’est pas point base du systéme li-
néaire |€|, on note &, 'unique diviseur de |¢| contenant t.

Pour tout sous-ensemble S d’un espace projectif, on désigne par {S) le sous-
espace engendré par S.

Premiére partie

1. Cas général

On suppose que la courbe C n’est pas hyperelliptique, et on I'identifie 4 son modéle
canonique. On fixe deux points distincts p,q de C; nous voulons prouver que la
variété V(|20|,,) (cf. introduction) est lisse en p—gq.

(1.1) Proposition. Soit & un élément de W, tel que h®({)=2 et que p et q ne soient
pas dans Sing(q,). Alors W,_, —¢& et W,_, — &' sont lisses en p—gq, et leurs espaces
tangents projectivisés en p—q découpent sur C les diviseurs £, +&, et £+,
respectivement.

Démonstration. La condition sur p et g entraine que p n’est pas point fixe de &, d’ou
hO(& +p)=h"(&)=2, et que q n’est pas point fixe de &, d’ou h°(¢+p—q)=1; ceci
implique que W, _, — { est lisse en p— g, et que son espace tangent projectivisé en ce
point est (£, —q+ p). L’unique diviseur canonique contenant £, —q+pest £, + &,
donc (&, —q+p) =<, +&,>. On voit de méme que W,_, — ¢ est lisse en p—g, et
que son espace tangent projectivisé en ce point est (£, +¢,).

Pour tout ¢ € W, , notons 6, une section de 0,(W, _; — &). Soit D un champ de
vecteurs constant sur JC. La dérivée par rapport a £ de la section 6,0, de ((20) est
encore une section de (0(20), que I'on peut écrire DO, -0, —0,-DO,, dont la
multiplicité a I'origine est =4 [BD].

(1.2) Proposition. Soit ¢e W, ,. a) Supposons que h°() soit égal a 2, que la

quadrique q, soit de rang 4 et que son lieu singulier ne rencontre pas la droite {p+q).

Alors les diviseurs d’équation DO, - 0, — 0, - DO, =0 sont lisses en p— q pour D assez

général, et Pintersection de leurs espaces projectifs tangents est (&, + &) N{E,+E).
b) Dans le cas contraire, tous ces diviseurs sont singuliers en p—gq.
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Observons que si h%(¢)=2 et si p et g ne sont pas dans Sing(q,), la condition
{p+q>nSing(q,)+ & €quivaut a dire que p et ¢ on méme projection depuis
Sing(q,), donc équivaut aux égalités ¢, =, et &,=¢&,.

Démonstration. Si V et V' désignent les équations des espaces tangents a W, _,; —¢
et W,_, —¢ en p—g, celle de I'espace tangent au diviseur de DO, - 0, — 6, - DO, est
V'-DV—V-DV'. Sous les hypothéses de b), les formes linéaires ¥ et V' sont
proportionnelles (cf. proposition 1.1), d’ou la conclusion dans ce cas.

Montrons que sous ’hypothése a), les hyperplans (£, +¢&,) et (£,+¢&,> sont
distincts. Comme g, est de rang 4, on a {{,> #{&>; si les hyperplans (£, +¢&,> et
(&p+ &, étaient égaux, ils coincideraient avec (£, +¢.>, ce qui entrainerait
$p,=¢, et £,=¢,, contrairement a I’hypothése. Ainsi les formes V et V' sont
linéairement indépendantes. On en déduit aussitét que lorsque D décrit ’espace
des champs de vecteurs constants sur JC, lintersection des espaces
{V'DV—VDV’'=0} a pour équation V=V’'=0, d’ou la proposition.

(1.3) Remarque. Sous les hypothéses de a), on a (& +E&>NE,+ED

=Sing(q)®{p+¢>. En effet l'inclusion Sing(g)®<{p+q) C{&+E>NE+ED
est claire, et les deux espaces ont méme dimension.

(1.4) Nous noterons (W, ,), 'ouvert de W,"_, formé des éléments ¢ qui satisfont
aux conditions de a). Observons que cet ouvert est non vide lorsque C n’est pas
trigonale: en effet, il résulte de la description des composantes de W," ; donnée
dans [T] qu’un point générique £ de W, , vérifie h%&)=2 et rg(g;) =4. De plus, on
ne peut avoir Sing(g)N<{p+g) + & pour tout £ € W, ;: cette condition implique
en effet que la quadrique g, contient la droite {p+g) puisqu’elle la rencontre en
trois points (comptés avec multiplicités); or les quadriques g, engendrent I'espace
des quadriques contenant la courbe canonique [G], et celles-ci ne peuvent toutes
contenir une droite.

Il résulte de la proposition 1.2 que ’espace tangent (projectivisé) a V(|20),,) en
p—q est contenu dans lintersection des hyperplans (£, + &, pour Ee(W,1,),. Le
théoréme A résulte donc de 'assertion suivante [pour tout couple (p, q) de points
distincts de C]:

(A) L'intersection des hyperplans (&, +&,> pour Ee(Wl )
est égale a la droite {p+q).

Comme cette intersection contient évidemment {p+ q), il suffit d’ailleurs de
prouver qu’elle est de dimension <1.

(1.5) Proposition. Supposons que C n’est pas trigonale. Pour tout élément fixét de C,
p+q+t ne peut étre contenu dans {,+ &, pour tout e W,‘_ 1

Démonstration. Sinon on aurait, pour tout ¢ appartenant 8 W, — W2 |,
— ou bien te ), ce qui implique que g, contient la droite {p+t);
— ou bien te,, ce qui implique que g, contient la droite {q+1t).

Dans chaque cas ceci contredirait comme ci-dessus le Théoréme de Green.

Dans la suite de ce paragraphe, on suppose que C est de genre 26 et n'est ni
trigonale, ni bielliptique, ni isomorphe a une quintique plane lisse. Sous ces
conditions W, est irréductible [T], de sorte que 'ouvert (W,-,), est dense

1
dans W,'_,.

(1.6) Proposition. Si C est de genre 27, lassertion (A’) est vraie.
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(1.7) Démonstration. Remarquons que les hyperplans (& ,+¢,> forment une
famille de dimension g—4, de sorte que la dimension de leur intersection est au
plus 2. Supposons que cette intersection soit un 2-plan P. Par (1.5) on peut
supposer que P ne contient pas d’autre point de C que p et q. Considérons la
projection ¢ de centre P sur P¢~ 4. Soit 7= ).

(1.8) Supposons d’abord que le morphisme 7 est birationnel sur son image. Un
hyperplan générique H de P?~* vérifie:
n_‘(H)r\C=p+q+ Z Di+ Z q;
15i<g- Sisg-

2 15i 2
avec

p+ Y pleWl, et |g+
Sg-2

1<i

> qie‘KLI'
sg9-2

1si

Soit U I'ouvert de (P? ~#)* formé des hyperplans transverses a n(C) et la rencontrant
en des points lisses. D’aprés [ACGH, chap. 3], la variété

Ig—2= {(pla "'apg-Z; H)a HG U’ pleHnn(C)}
est irréductible; la sous-variété fermée

Jpq= {(Pla ceey pg—2; H)Elg—Z’ - 1(Zpi+p)€ VVgl— 1}

est de dimension g—4, donc égale a I,_,.

Soient p,, ..., p, - 4 des points généraux de C; leurs images par n engendrent un
hyperplan H de P~ *. Posons n*H —Y p, =g, + ... +q,. Alors quels que soient i, j
distincts le diviseur p+q;+q;+Y p, appartient d’apres ce qui précede a W,-,,
donc engendre un sous-espace L de codimension 2 dans P? . On en déduit que
tous les g; appartiennent a L, d’ou h°(K —n*H — p)=h%q) =2, ce qui est absurde.

(1.9) Traitons le cas ou 7 n’est pas birationnel. La courbe 7(C) est non dégénérée,
donc son degré est supérieur ou égal 3 g—4. Sidegn =4, on obtient 2g—4>4(g—4)
soit g < 6. Si degn =3, on doit avoir degn(C) = g — 3 sans quoi C serait trigonale; on
trouve alors 2g—42>3(g—3) soit g<5. Si degn=2, la courbe 7n(C) est de degré
g—2, donc de genre géométrique <2 [ACGH, chap. 3]; comme C n’est pas
hyperelliptique ni bielliptique, on conclut que I'image I' de 7 est une courbe lisse de
genre 2 et que 7 définit un revétement double n: C—T.

Notons 6 I'élément de Pic(I') tel que 7,0 = 0@ O{ — J). Pour tout diviseur D
sur I', on a un isomorphisme

(1.10) H°(C,n*D)~H°(I', D)®H"(I', D—4);

d’autre part, on a K=n*(K+05). Si H est un hyperplan de P~ %, on a n*H
=K — p—q; compte tenu de (1.10), on en déduit que le diviseur p+ g provientde I',
autrement dit qu’il existe un point r de I' tel qu'on ait p+g=mn*r. Notons ¢ le
conjugué de r par I'involution hyperelliptique, et ¢,, t, les points de C tels que n*t
=t;+t,.0nah%(p+q+t,+t,)=2et h°2p+2q+t, +1t,)=2:celarésulte de (1.10)
et des relations deg(6)=g—3=4.

Notons X la sous-variété p+q+t,+t,+W,_s de W,_,. Pour ¢ générique
dans X, on a (,#¢: en efft dans le cas contraire on aurait
h%(K—2p—2q—t,~t,—E)=1 pour tout élément E de W,_5, d’ou
h°(2p+2g+t,+t,)23. On a donc {p+4g)NSing(g,)= (1.2). Mais d’autre part
on a £,=¢, pour tout € X, d’'out (&, + &, >N, + &) =(&,). Lintersection des
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(& +&,» pour Le(W,L ), est donc contenue dans I'intersection des (&, pour
¢ e X, qui n’est autre que le 2-plan {p+q+1t, +t,). On conclut alors a I’aide de la
proposition 1.5. C.Q.F.D.

(1.11) Proposition. Si C est de genre 6, I'assertion (A’) est vraie.

Procédons comme en (1.7); la projection de centre P définit un morphisme
n: C—P2. Si « est birationnel sur son image, on conclut comme en (1.8). Sinon,
on voit comme en (1.9) que 7 est de degré 4 sur une conique ou de degré 2 sur
une quartique.

(1.12) Supposons que = est de degré 4 sur une conique. Il existe alors un g} sur C tel
que 7 soit défini par le systéme linéaire 2| g4| pour tout e WY, le diviseur
&, + &, s’écrit donc A+B+p+q, avec 4,Beg}.

Soient s, t des points généraux de C. Puisque W4 est de dimension 2, il existe des
points u, v de C tels que h%(s+t+u+v+ p)=2. Par suite le diviseur s+ +u+v est
contenu dans (g}), +(g3),; on voit facilement par Riemann-Roch que u + v ne peut
étre contenu dans (g}),. L’un des deux points u, v, par exemple u, est donc contenu
dans (g}),. On en déduit que u est fixe lorsque ¢ varie, s restant fixé. Considérons
alors le systéme linéaire |K —p—s—ul; il est de degré 7, et sans point base pour s
assez général. Mais le morphisme de C dans P2 qu’il définit est de degré =2 sur son
image d’aprés ce qui précede, ce qui conduit & une contradiction.

(1.13) Supposons que 7 est de degré 2 sur une quartique; notons i I'involution de C
correspondante. Soit ¢ un élément générique de W4'; par hypothése il existe
AeC® tel qu'on ait &,+ &, =p+q+A+i(A).

Observons que £, ne contient pas de diviseur de la forme s+is; sinon il
existerait, pour un point général s de C, un famille de dimension un de g1 contenant
p+s+is; le morphisme défini par le systéme linéaire |[K — p— s —is| serait de degré
=2 sur son image, d’ou comme ci-dessus une contradiction.

Par suite on peut choisir 4 de facon que ¢,= p+A £a=q+i(A). Il en résulte
quona ¢+i(¢)=K+p—iq pour 4 genenque dans W, donc pour tout ¢ € Wi'. En
prenant ¢ de la forme n+¢, ou n est un g} sur C et t un point variable de C, on
aboutit a une contradiction.

2. Cas particuliers
a) C bielliptique (2= 6)

(2.1) On suppose que C est de genre =6 et bielliptique, c’est-a-dire admet un
morphisme de degré deux n: C—E sur une courbe elliptique E. On note i: C—C
Iinvolution qui échange les deux feuillets du revétement n. On a K =n*5, ou 6 est
I’¢lément de Pic(E) tel que n*(chwEe(DE(—é).

Rappelons [W] que W' | posséde alors deux composantes X, et X,: les
¢lémentsde X, sontdela forme n*a+D,_s,ouaestung;sur Eet D, _sunélément
de W,_;. Ceux de X, sont les éléments £ de W1, tels que n, = 5

(2.2) Proposition. Si ip= g, lassertion (A’) est satisfaite.

Il est clair qu un élément générique de X, appartient a (W, ,),; montrons qu’il
en est de méme de X,. Sinon tous les hyperplans (¢, +§ >, pour éeX,,
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contiennent {2p+2q); comme ils forment une famille de dimension g—4, leur
intersection est au plus un plan, ce qui implique h°(2p +2¢)=2. Or les sections de
O(2p +2q) peuvent &tre identifiées a celles de O(n*(2n(p) + 2n(g)) qui s’annulent
sur 2ip+2ig. Comme g(C)=6 on a daprés (1.10) |[n*(2n(p)+2n(q)|
=7*|2n(p)+ 2n(g)| et par suite h°(2p+2g)=1, d’ol une contradiction.

Pour {e X, les hyperplans (£,+ &) contiennent le 2-plan {p+q+ip+iq);
pour la méme raison de dimension que ci-dessus, on a

cQ( p+&p=<p+q+ip+iqg).

Compte tenu de la proposition 1.5, l'intersection des (&, + &> pour £e(W,1 ),
doit étre strictement contenue dans {p+q+ip+iq), donc égale a {p+q).

Dans le cas ip=gq, I'assertion (A’) résulte [en vertu de la remarque (1.3)] de
I’énoncé un peu plus général suivant:

(2.3) Proposition. Soit p un point quelconque de C. Pour tout £€ X,—(X,nX),),
Sing(q,) ne rencontre pas {p+ip); on a
() _ (Sing(g)®<p+ip))=<p+ip).

feX2—(X1nX2)

(2.3.1) Démonstration. Si {p+ip) rencontre Sing(g), on a en particulier
¢,=p+ip+..., ce qui d’apres [W, par. 3, (3.4)] entraine (e X .

(2.3.2) L’involution i agit sur |K|* et posséde un point fixe isolé F et un hyperplan
H de points fixes qui correspondent aux sous-espaces propres de i agissant
sur H°(C, K)* pour les valeurs propres 1 et —1 respectivement. Pour tout te C,
la droite {t+it) passe par F.

Soit{€ X ,. Ona {'=i*¢ [W]; la quadrique g, est donc globalement invariante
par i, et il en est de méme de Sing(q,). Si de plus ¢ ¢ X ,, Sing(g,) ne rencontre pas
{p+ip) et par suite ne contient pas F, donc il est contenu dans H.

(2.3.3) Supposons que l'intersection considérée soit un 2-plan P. Il est invariant
par i comme intersection de sous-espaces invariants, et contient F. Son intersection
avec H est une droite L; pour tout (€ X, —(X;nX,), Sing(q,) est un hyperplan
dans (Sing(q)®<{p+ip))nH, donc rencontre L. On a par conséquent
Sing(q)NL+ ¢ pour tout £€X,.

(2.3.4) Soient p,...,p,—s des points distincts de C, tels que {p,,...,p,_s}
A{ipy, ..., ip,- s} = &. Pour se E, posons &(s)=n*(s+n(p)) + ¥ p; Ona é(s)e X ;, et
&(s)e X, si et seulement si m,&(s)=0. Il existe donc 4 points s de E tels que
¢(s)e XN X ,. Pour ¢ ={(s) possédant cette propriété, on a Sing(q,) D <Y (p; +ip))
et &,=n*(s+n(p)+3 pi, & =7*(s+7(p)) + Y. ip;. Si & et { sont deux tels éléments
(distincts), les hyperplans (£, +¢;,> et {{,+{},» sont distincts, et leur intersection
estdoncégalea (¥ (p;+ip;)+ 2(p + ip)). Comme les points p; sont arbitraires, on en
déduit que lintersection des <{£,+&;,) pour € X, nX, est égale & (2(p+ip)).

(2.3.5) Prenons désormais € X ;nX,. Sing(q,) rencontre L (2.3.3) et contient F

car il rencontre C en un diviseur de la forme Y (pi+ipi)), donc son
15iSg-5

intersection avec P est une droite, distincte en général de (p+ ip). Il en résulte que

pour des p; génériques, {(£,> contient P puisqu’il le rencontre en deux droites

distinctes. Ainsi P est contenu dans les hyperplans <{,+¢;,> pour (e X nX,,

donc dans leur intersection: on doit avoir P ={2(p +ip)) C{{,). Or d’aprés (2.3.4),
cela n’est pas vérifi€ pour un choix générique de ¢£. C.Q.F.D.
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b) C trigonale (g=5)

On sait alors que W, posséde exactement deux composantes irréductibles qui
sont X=W,_,+giet K—X.

(2.4) Proposition. L'assertion (A’) est satisfaite.

Soient D, _, un élément général de W, _,, et =g} +D,_,. On a alors Sing(g,)
={D,_4>;comme h%(D,_,+p+q)=1, Sing(g,) ne rencontre pas la droite {p+q),
et on a Singq.®<{p+q>=<{p+q+D,_,)>. Lorsque D,_, varie, l'intersection des
sous-espaces {p+q+D,_,) est réduite & {p+q), d’ou la proposition.

¢) Quintique plane

(2.5) Proposition. Supposons que C soit isomorphe a une quintique plane (lisse).
Lassertion (A') est satisfaite.

Soit e WY, il existe t,t'€C tels que E=gZ—t'+t. Supposons t+t’; on a
Sing(qg)=<t+t>. Pour t,t' généraux on a donc Sing(g)N<{p+g>=F, et
Sing(q)@®<{p+q>=<p+q+t+t’). La proposition en résulte.

d) g=5

(2.6) Proposition. Lorsque g=S5, lassertion (A') est satisfaite.

I1 suffit de traiter le cas ou la courbe C n’est pas trigonale. Compte tenu de la
Remarque (1.3), il s’agit de prouver que les 2-plans Sing(g,)®<{p+4q), pour
& e(W,-,)o, ne sont pas tous égaux a un méme plan P. Si c’était le cas, les sommets
des cones g, pour £€ W, seraient tous contenus dans P, ce qui contredirait le
lemme 6.12 de [B3].

e) g=4

(2.7) Proposition. Lorsque g=4 et 2gi=K, le théoréme A est vrai.

Démonstration. Soit Dy un champ de vecteurs constant sur JC tel que I'image de
D(0) dans I(Ty(JC))=IP? soit le sommet du cone quadratique contenant C.
Soit 6 une équation de W, —g}. On sait [BD] que les diviseurs de 6% et de
0-DDy,60—DO-Dy6 (pour D champ de vecteurs constant sur JC) engendrent le
systéme linéaire |20)|y,. Ecrivons le développement de 6 au voisinage de p—q:

0=V+B+ ... Vet B étant des polyndmes homogénes de degrés 1 et 2.

L’¢quation de l'espace tangent & 6-DD,0—DO-Dy,6 en p—q est V-DD,B
— DV DyB. L’intersection de ces sous-espaces lorsque D varie est de dimension
projective 1 siet seulement si V et DB sont linéairement indépendants, c’est-a-dire
§’il existe un diviseur de 20|y, lisse en p—q.

Considérons le morphisme a: C®—W,—g} qui 3 D;eC® associe D;—g3.
Pour tout hyperplan 4 de |K|, on définit [W] un diviseur E , sur C® formé des
D e C™ tels que le sous-systéme |K — D] de |K| rencontre A. Lorsque A varie, les
diviseurs E, décrivent un systéme linéaire |E\g| sur C?®. On a o«*0,426)
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= O0co(2Egy); lapplication o* : H %0,420))—H%Oc(2E ) est surjective, et un
diviseur de |2E | provient d’un diviseur de |20, si et seulement s’il contient
S=a"Y(C-C).

Le lieu fixe de |E | est a~'(0), c’est-a-dire |g3|; comme p—g est non nul,
a” !(p—q) est réduit a un point, et on peut trouver un diviseur E€|E x| qui ne
contient pas ce point. De plus la surface S est un ¢lément de |E x| (ona S=E 4, ou 4
désigne le sous-systéme 2|g3| de |K|). Le diviseur S + E appartient 4 |2E | et est lisse
au point o~ !(p—q) car S l’est. Ainsi tout diviseur D €|260),, vérifiant a*(S + E)=D
est lisse en p—q, ce qui achéve de prouver la proposition.

(2.8) Proposition. Lorsque g=4 et C admet deux g} distincts, le Théoréme A est vrai.

Notons ¢ et &' les deux g3. Si p—q est un point non nul de C—C, les 2-plans
&+ &) et (&, + &> sont distincts, ce qui suffit 4 entrainer 'assertion (A'), et donc
la lissité de V(|20|,,) €n p—q.

Le systéme linéaire |20, est engendrée par les diviseurs des sections DO, - 0.
—0,- DO, pour D variable [BD]. Posons a=¢ —¢. On vérifie aussitdt quon a
h°(2¢’' — £)=0, et par suite 0,(a) +0; le développement en série de 6, au voisinage de
a s’écrit 0,=q+(termes de degré =3), ou g est une équation de la quadrique
contenant C. L’espace tangent au diviseur de DO, -6, —6,- D8, en a est donc
I’hyperplan Dg=0. Comme q est de rang 4, on en déduit que V(|20)|,) est lisse en a,
et aussi en —a par symétrie. Cela achéve la démonstration du théoréme A dans ce
cas.

f) g=3

Rappelons briévement le cas g=3 [GG]: le systéme |20|,, contient un seul
diviseur 4 isomorphe & C—C (et donc lisse en dehors de 'origine).
La démonstration du Théoréme A est ainsi achevée.

g) Remarques

(2.9) Dés que g=4,1a variété V(|20|,,) admet un point immergé en O (et ne coincide
donc pas avec la surface C— C). Notons en effet © 'anneau local de JC a I'origine,
m son idéal maximal, et .# I'idéal du germe de V(|20|,,) en 0; on a par construction
# Ccm*. Soit ¢ un élément de W, , — W2 ;. La section 6, s’annule sur C—C, et
définit donc un élément de m?—m?> dont une puissance appartient a £, ce qui
prouve que 'anneau @/ n’est pas réduit.

(2.10) Disons un mot sur le cas hyperelliptique. La sous-variété C—C est alors
g—2

e-2V’
g—2

la classe de C— C dans le cas non hyperelliptique est 2 (g@——Z)' Lorsque la courbe
C varie, les sous-variétés V(|20)|,,) forment une famille continue de cycles, de sorte
g—2

égale 3 W, —g}; sa classe de cohomologie est la classe minimale alors que

que la classe de V(|20)],,) est toujours égale & 2 . Il ne résulte que cette sous-

g—-2)!
variété n’est pas génériquement réduite lorsque C est hyperelliptique (plus
précisément, sa multiplicité au point générique est 2).
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Deuxiéme partie

3. Préliminaires

(3.1) On désigne toujours par C une courbe de genre g = 4. Soit £ un point double
de W, _ etsoit 0 une section non nulle de O,(W, _ , — £). Ecrivonsle développement
de 0, en 0: O,=q:+ fe+... .01‘1 g et f; sont'des polynomes de degrés 2 et 3
respectivement. Nous conviendrons de désigner par le méme symbole un
polynéme homogeéne et son lieu des zéros dans |K|*.

Soit D un champ de vecteurs constant sur JC. Les cOnes tangents en 0 aux
diviseurs de -0, et D,-0,—0,- DO, sont respectivement (q)> et f;-Dg;
—q,- Df,. Ensemblistement l'intersection de ces quartiques est contenue dans
’intersection des quadriques contenant C. Nous allons prouver qu’elle est égale a
C dans le cas a) du Théoréme B (cf. introduction), et & Cu{s} dans le cas b): cela
entrainera le Théoréme B.

Fixons un point p de C; notons T,(q,) et T,(f) les espaces projectifs tangents a
q: et f; en p. L’espace tangent en p a la quartique f,-Dq,—q,- Df, sécrit
T,.0=Dadp) T,/ — Dfdp)- Tay).

(3.2) Lemme. Si T(q)NT,(f) est de codimension 2, on a
Q T, p= T (g T,(f) =Sing(q)®{2p) .

Démonstration. Pour prouver la premicre égalité, il suffit de montrer qu’il existe
deux hyperplans T, , et T, ;, distincts. Dans le cas contraire, pour tous D, D' dans
To(JC), il existe des scalaires 4, 4 non tous deux nuls tels qu’on ait

ADqdp)- T,(f)—DfLp) - T(qe) + uD'qp) - T,(f) — D'fp)- Tp4e)) =0,

ce qui entraine (AD+ uD')qp)=(AD+uD’)f{p)=0. Autrement dit la droite
(D, D’} rencontre T,(q)NT,(f,), ce qui contredit ’hypothése que cette intersection
est de codimension 2.

Il est clair quon a {2p)CT,q)NT,(f,) et Sing(q)CT,q,); l'inclusion
Singq, C T,(f,) résulte de [KS, par. 1, proposition 6] d’ou le lemme.

(3.3) Lemme. Supposons que C n’est pas bielliptique. Pour tout point générique £ de
W, ,, le sous-espace T,(q))NT,(f;) est de codimension 2 dans |K|*.

Démonstration. D’aprés [KS, par. 1, proposition 5], ou encore d’aprés (4.7) ci-
dessous, il suffit de vérifier les conditions suivantes:

o) p¢Sing(q,), i.e. p n’est ni point base de ¢ ni point base de £'.

B) Ou bien p n’est pas point de ramification de £ et il existe t € C, t ¢ Sin(q,), tel
que &,=¢, et &+ &

Ou bien p n’est pas point de ramification de &’ et il existe t € C, t ¢ Sing(q,), tel
que £, +¢, et &,=C,.

Soit Z une composante de W,_ , ; nous allons vérifier qu’un point assez général
¢ de Z satisfait aux deux conditions ci-dessus. Pour la condition a), cela résulte
aussitdt des inégalités dim(p+ WL ,)=dim(K—p—W,' ;)=dimW,' ,<g—5
<dim(Z). Nous allons maintenant considérer la condition ).

(3.4) Supposons d’abord que C n’est ni trigonale, ni isomorphe a une quintique
plane lisse. Le modéle canonique de C est alors l'intersection schématique des
quadriques g, pour € Z: cela résulte de [Gr] pour g =6 puisqu’alors W,_ ; est
irréductible [T], et de la description des composantes de W' donnée dans [T] pour
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g=>5.0n adonc ﬂ T(q)=<2p). Comme T,(q;)=<¢,+&,), dire que p est point

de ramification de é ou de ¢’ signifie qu’on a {3p) C T,(q,), ce qui n’est pas vérifié
pour ¢ général dans Z.

Pour ¢ général dans Z, £ et £’ sont sans point base. Supposons qu’on ait £, =¢;
pour tout point ¢t de C tel que ¢, =¢,. Soient py, ..., p, 4 des points distincts assez
généraux de C. Puisque dim Z =g —4, il existe un élément ¢ de Z et des points ¢4, ¢,
de Ctelsque {,=p+ Y pi+t;+t;.Onaalors&,=p+ Y pi+ti+t;

1<i<g-4 15i<g-4
(avec tie{py, ..., Py-at1,t2}), €t £+ & =2p+2 .2 pl+t +t, 4+t +t,.

Supposons g2 6;Thyperplan (£, + () est tangeng a C en au moins deux points
distincts généraux p, et p, de C, distincts de p. Or I'ensemble des hyperplans
possédant cette propriété est de dimension < g—5: eneffet, pour p, général dans C,
ona h°(2p+2p,)=1, de sorte que la famille des hyperplans de [K —2p—2p,|* dont
Iimage réciproque dans |K|* rencontre C en un diviseur de la forme
2p+2p,+2p,+... est de dimension <g—6. Comme l'application rationnelle
¢ € ,+ &, est a fibres finies, on arrive 4 une contradiction.

Supposons g=35; la condition {,=¢, < £,=¢; pour tout te C implique

— ou bien 2(=K;

— oubien {,=p+2p, +1t,,{,=p+p, +2t, (t; € C); 'image de {{,+ ¢, parla
projection de centre {2p) est une tangente d’inflexion a I'image de C (p, étant
générique dans C), et il n’y a qu’un nombre fini de telles tangentes.

Dans les deux cas on arrive a dimZ =0, ce qui est contradictoire.

(3.5) Supposons maintenant que la courbe C est trigonale. Nous allons traiter le
cas g=6 (le cas g=>5 ne présente pas de difficulté). Posons X =g} +W,_,; on a
alors W' ;=X U(K — X). Notons Z la sous-variété de C9~4 x C" 2 formée des
couples (D, E) tels que D+ E=K — g} — p. Comme h%(K — g} —p)=g— 3, la projec-
tion Z—»C®™¥ est birationnelle, et I'application (D, E)r—»D+E de Z dans
|K — g3 — p| est surjective. D’autre part le systéme linéaire |K — g3 — p| est sans point
base; il en résulte que, si £=g}+D est un élément général de X, le diviseur
E={,—p est formé de points distincts, et qui ne sont pas contenus dans D ni dans
le d1v1seur (g3),- Alors p n’est pas point de ramification de &'; pour teE, on a
t¢Sing(q,), £, +¢, et £,=¢;, d’ou la condition B).

(3.6) Supposons enfin que C est une quintique plane (g =6). Tout élément ¢ de W'
s'écrit alors g2 —t' +t, avec t,t' € C. Soient L,I' deux droites de P2 passant par p et
transverses a C; écrivons[ NC={p,p,,...,ps} €t 'nC ={p,p}, ..., P4}, et posons
{=g3—ps+Ps-Ona,=p+p,+ps+ps+ps & =p+Pp) +p2+p3+ps, d'0U par
exemple £,=¢,,, &, +¢,,, de sorte que la condition B) est satisfaite. Cela achéve la
démonstration du Lemme (3.3).

Considérons maintenant le cas bielliptique.

(3.7) Lemme. Supposons C bielliptique; soit Z une composante de W, ;. Alors le
sous-espace T,(q )N T(f,) est de codimension 2 dans |K|* pour  assez général dans Z,
sauf s'il existe une structure bielliptique n:C—E pour laquelle p est point de
ramification de n et Z=n*W,(E)+ W,_;

Démonstration. Observons qu’une telle structure, si elle existe, est unique, car le
composé de deux involutions elliptiques est sans point fixe [T]. Rappelons (2.1)
que si g=6, W, ; admet deux composantes irréductibles X, et X,.
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a) g ; 6, Z=X 2

Supposons que p est point de ramification de tout €élément de X ,. Ceci implique
d’abord p=+i(p) comme en (2.3.1). Ensuite, puisque X, est invariant par &+ &, p
doit étre point de ramification de & pour tout £€ X,; on en déduit
() <&p+&p)2<4p>.
eX2
En raisonnant comme en (2.2) on voit que cela entraine h°(4p)=2, alors que les
conditions g=6 et p+ip impliquement h°4p)=1, d’ot une contradiction.

b) g26,i(p)+p, Z=X,

Soit £ un élément général de X ;. Il est clair que p n’est pas point de ramification de
¢nide . Onpeutécrire{,=p+ip+t+it+D,_s,0uD,_;estlapartiefixede et ¢
est un point de C, distinct de it ainsi que de p et ip. Si pour tout s¢ Singg, la
condition {,=¢, entrainait {,=¢, on aurait {,=p+ip+t+it+E,_5 avec
E,_seW,_s,etla quadrique g, serait de rang 3, ce qui n’est pas le cas lorsque £ est
assez général.

c) g=5

Si p est point de ramification de tous les éléments d’'une composante Z de W}, les
quadriques g, correspondantes contiennent la droite (2p); cela implique
Pexistence d’un triplet (i, E, ) tel que i(p)=p et Z=n*W,(E)+ W,_s, ce qui est
exclu par hypothése.

Pour démontrer la condition B) on procéde alors comme dans le cas
général. C.QF.D.

4. Démonstration du théoréme B

(4.1) Appelons U I'ouvert de W,-; formé des éléments ¢ tels que la quadrique q:
soit de rang 4 et le sous-espace T,(q:)NT,(f,) de codimension 2.

Si la courbe C n’est ni trigonale ni isomorphe & une quintique plane, son
mode¢le canonique est intersection schématique des quadriques q.. La variété
V="V,d120]0) est donc égale ensemblistement a C. De plus, pour peC et (€U,
ona

T(V)C (Q 7}.») C T (@) T,(f)=Sing(q)®<2p) (lemme 3.2);

Si C n’est pas bielliptique, 'ouvert U est dense dans W, , (lemme 3.3), et on a

N Tq:)=<2p), d’ou le Théoréme B dans ce cas. Il en est de méme si C est
¢eU

bielliptique (lemme 3.4), sauf si C admet une structure bielliptique (i, E, ) telle que

ip=p. Plagons-nous dans ce cas. Si g =3, les quadriques g, pour £ € U engendrent

I’espace des quadriques contenant C, et 'on a encore () T(q,)=<2p). Sig=6,il
SeU

résulte de la proposition 2.3 que Pintersection des sous-espaces Sing(q)@®<2p),
pour £e U, est réduite 4 {(2p), d’ou le Théoréme B dans ce cas.
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(4.2) Supposons désormais que I'on est dans le cas d’une quintique plane ou d’'une
courbe trigonale (g=5).

(4.2) Proposition. La variété V est lisse de dimension 1 le long de C (autrement dit, C
est une composante connexe de V).

En reprenant les notations de (2.4) et (2.5), on a Sing(q)®<2p) =<{D,_,+2p)
lorsque C est trigonale et Sing(q)®<{2p)=<t+t'+2p) lorsque C est une
quintique plane. En faisant varier D,_, (resp. t et t), on obtient

ﬂ (Sing(q)®<2p>)=<2p). La proposition résulte alors du lemme 3.2.

(4.3) Proposition. La variété V est égale (ensemblistement) a Tintersection des
cones osculateurs q.N f; pour (e U.

Soit x une point de V. Pour tout e U et tout De T,JC, on a (g)*(x)=0
=qdx) - Dfdx)— fdx) - Dgdx), d’0ot f(x) - Dge(x)=0. Comme ¢ﬂ Sing(q)=ona

x ¢ Sing(q,) lorsque ¢ est assez général; il existe alors D tel que Dg,(x)#0. On en
déduit f(x)=0 pour ¢ général et donc pour tout &.

Appelons S l'intersection des quadriques qui contiennent C.

(4.4) Proposition. Supposons C trigonale de genre 25, ou de genre 4 avec deux g}
distincts. On a alors (schématiquement) V=_C.

Soit se V—C. La surface S est réunion des trisécantes 2 C engendrées par les
éléments du gi. Soit I, la trisécante qui passe par s. Pour tout ¢ée U, la droite I
rencontre la cubique f; en s et aux trois points de [;,nC. donc est contenue dans f;.
Par suite on a I[,CV, ce qui contredit la lissitt de V aux points de [,NC
(proposition 4.2).

(4.5) Proposition. Supposons que C soit une quintique plane (lisse). On a alors
(schématiquement) V=_C.

La surface S est alors la surface de Veronese, image du plongement ¢ : P? ¢, P?
défini par le systéme linéaire |0p2(1). La variété V ne contient pas S (proposition
4.2), donc pour ¢ général f, ne contient pas S et ¢*(f;) est une courbe de degrée 6
contenant C, de la forme ¢*(f,)=Cul,, ou I, est une droite de P2. Le lemme
suivant implique ﬂ 3= et donne le résultat souhaité.

(4.6) Lemme. Soient t,,t, des points généraux de C et =g —t,+t,. Alors|;est la
droite de P? engendrée par t, et t,.

Démonstration. Notons d, la droite {t,,t,). Il suffit de montrer que la conique
¢(d§) est contenue dans f,, on encore que la multiplicit¢ d’intersection de cette
conique avec f; est strictement supérieure a 6. On peut supposer que la droite d,
coupe C en 5 points distincs ¢y, t,, p;, Py, P3; les i images de ces points par ¢ sont
dans @¢(d)Nnf;. On va montrer que @(d) est tangente & f; en ¢(t,) et en ¢(t,); cela
impliquera que la multiplicit¢ d’intersection de @(d)nf; est 27, d’ou notre
assertion.

Fixons une base (w,,...,ws) de H%C,K), d’ou un systéme de coordonnées

(245 ..., 26) sur JC; soit 0 une équation de Ws. Soit D= Y g; un élément de W;;
15is5
choisissons des paramétres locaux au voisinage de chacun des g;. En dérivant

I’équation 6(D)=0 deux fois par rapport a g; et une fois par rapport a g; et en
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évaluant en D=¢, on obtient, quels que soient i, j,

336(¢) 2%6(¢)
4.7 ,,‘é , m‘; 0(7)w4(q)w,(q;) + u’% 6_216-2; w(q:)w4(q;)=0.

Notons g, la forme bilinéaire associée a q,, et ﬂ la forme trilinéaire associée a f;.
Ona?2t, +p;+p,+ps€ll,dou2t, +p;, +p,+p3> Cqe et ty, p;) =0 pour tout i.
On en déduit, d’apres la formule ci-dessus, i(tl, t;,p;)=0 pour tout i, de sorte que
'espace tangent T, (f;) contient le plan {p,+p,+p;); or celui-ci contient la
conique ¢(l,) et a fortiori la droite tangente a ¢(I,) en ¢, d’ou notre assertion. Cela
achéve la démonstration de la proposition, et donc du cas a) du Théoréme B.

Remarquons que nous avons démontré au passage le résultat suivant (qui n’a
bien siir d’intérét que dans le cas trigonal ou lorsque la courbe C est une quintique
plane):

(4.8) Corollaire. Soit C une courbe non hyperelliptique de genre 25, ou de genre 4
avec deux g3 distincts. La courbe canonique est lintersection des cénes osculateurs
aux points doubles du diviseur ©.

(4.9) Ilreste a traiter le cas b) du Théoréme B. Supposons donc que C est de genre 4
et n’a qu’un seul g}, qui vérifie alors 2g} =K.

Soit 6 une équation de W, —g3. Le développement de 6 au voisinage de 0 s’écrit
0=q+g+..., avec deg(q)=2 et deg(g)=4. La quadrique g est de rang 3 et est
I'unique quadrique qui contient C; si s désigne le point singulier de q et D, un
¢lément de Ty(JC) correspondant a s, on sait [BD] que f=D,g est une cubique
irréductible contenant C et que 62 et les 8- D,D6— D0 - DO engendrent I’espace
vectoriel HY(JC, 0(20))y,. Les cOnes tangents en 0 aux diviseurs de ces sections
sontg%et q- Df —f - Dg, pour D € Ty(J C). La variété V=V, (|20 ,,) est donc définie
dans P? par les équations g2 =q- Df—f- Dg=0 pour tout D e Ty(JC).

Soit peC. Comme C est intersection compléte de g et f, le sous-espace
T (9N T,(f)est de codimension 2. En raisonnant comme dans la démonstration de
(3.2), on obtient T (V)= T, q)NT,(f)=T,C), d’ou la lissité de V' le long de C.
D’autre part ’espace tangent en s a la quartique g- Df — f - Dgest Dg [on a f(s)+0
puisque s ¢ C];comme g est de rang 3, on conclut que s est un point lisse (isolé) de V.
Cela achéve la démonstration du Théoréme B.

(4.10) Dans le cas hyperelliptique, un argument analogue a celui de (2.10) montre
que la variété ¥, (|20|y,) n’est pas réduite (plus précisément, sa multiplicité au
point générique est égale a 2).

Remerciement. Je tiens a remercier A. Beauville qui m’a proposé ce travail, et dont les
innombrables conseils et suggestions m’ont permis de le mener a bien.
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